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  هـ�	ـ� �ـ�ـ��ـ�                                                            

A-�ـ   ا�ـ�ـ

*:        ���� : 	���ب��ت ه�	�-1
n IRc  و  �∋ IRb  و  ∋ IRa  و  ∋ ∈ .���ی�:  

( ) 32233
33 babbaaba +++=+                   ( ) 32233

33 babbaaba −+−=−  

( )( )2233
babababa ++−=−                       ( )( )2233

babababa +−+=+  

                   ( )( )1221 ...... −−−− ++++−=− nnnnnn
babbaababa  

( )( )4 4 3 2 2 3
a b a b a a b ab b− = − + + +          

( ) bcacabcbacba 2222222
+++++=++  

    : ا�ـ"ـ!ـ� ت-2                   

 ����a و b�!�# ���دی� &������ 	%ج( .  

  :ا()�اد
ba

ab
m

+
=

2
abm  و 1   و  2=

2
3

ba
m

+
  و  =

2

22

4

ba
m

+
=.  

�-* وا�,+�ب* وا���ب�!*��دی�ه* )12 ا��%ا�* ا�"!�ل ا��%ا/�* وا�.!2�  a و b.  

  :�ـ�ـ�ـ�ـ�            

( ) ( )baSupmmmmbaInf ,, 4321 ≤≤≤≤≤  

baوت�%ن ا�"��9وت�ت ا�+�ب�� #�!�� إذا و/�7 إذا آ�ن  ≠.  

  :ا�"��9وت�ت -3                   

  : ا�"��9وت� ا�">2>��-أ

 ���� a و b������& دی��  :إن,  )

.bababa +≤+≤−  

  :  	��9وت� آ%A *A%ارت?-ب

1x 2 وx 3 وx 1 وy 2 وy 3 وy ,اد &����� إن�  :أ)

2

3

2

2

2

1

2

3

2

2

2

1332211 yyyxxxyxyxyx ++++≤++  

���&:  033 == yx             2

2

2

1

2

2

2

12211 yyxxyxyx ++≤+  

�C�D 	�-ج�D�9وت� ت:  

1x 2 وx 3 وx 1 وy 2 وy 3 وy ,E�,اد &����� ب�  :أ)

321 yyy 321  و     ≥≥ xxx ≤≤.  

) :إن )( ) ( )332211321321 3 yxyxyxyyyxxx ++≤++++  

�	�(:  

����:  1x 2 وxو  ...nx 1 وy 2 وyو  ...ny ,F�,اد &����� ت�    :أ)
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nxxxx ≤≤≤ nyyy  و  321... ≤≤≤ ...21.  

) :إن )( ) ( )nnnn yxyxyxnyyyxxx ............ 22112121 ++≤++++++  

  : ا�ـ�ـ?ء ا�ـHـ,ـ�ـG-د

  :ت!�ی�K +Cص�� 

�د &���* ( M�� x �* و&�+� G�,د ص�( �  : ب,�pE ی%ج

1+<≤ pxp د�!2� G�,Hي ی+"1 ا��?ء ا�Oا� x  Pو��� [ ] px )  أو = ) pxE =.  

  :�ـ�ـ��ـ�

a- M�� p ∈�  ���ی�:  ( ) ppE =.  

b- M�� x ∈�  ���ی�:  ( ) ( ) 1+<≤ xExxE.  

c- ���� IRx p و   ∋ ∈����ی�:    

( ) pxE =.�]  ت��/R أ�Q ی%ج [1,0∈rE�,ب  :rpx +=.  

d-M��   IRx p و ∋ ∈� ���ی� ( ) ( ) pxEpxE +=+. 

B-ی���-� ا(�2#�  : ا�.

  : #ـ�ـ�ع زاوي-1

 �����1:	     �.(�!A ر ب�%س /* دا��ة%H,	 ع زاوي��# �&�+r �.-��# وزاوی� α*رج� ه�         :  ب��

360

2
r

S
απ

=  

 �����2:W      Qع دا��ت�!A ر ب���ع زاوي%H,	 ل #%س%r %ه Qو#��س زاوی� α%رج� ه�:  ب��
180

r
I

απ
=  

  : ا��ب�)��ت ا��ا��ی�-2

�:  دا��ي إذا و/�7 إذا آ�نABCD ی�%ن رب�)* 	,�ب :�����1  � 180DCB DAB+ =
oأو � � 180ADC ABC+ =

o  

  

 �����2: P��H�	 *(ی�%ن رب� ABCDدا��ي إذا و/�7 إذا آ�ن  :� �BAD BCD= أو � �ABC ADC=.  

  : ا�?اوی� ا�",���� وا�"�آ?ی�-3

         �X��� ?Xة ذات ا�"�آ�Xدا� */O .       ا�Xوت �HX,ت �Xآ?ی�	 �Xزاوی �X�!�[ ]AB 	 �Xوزاوی   �X���,�AMB 
 

  �HX,ت 

]�Y9 ا�%ت�  ]AB و C �!وا-7 ا��� ZWت�� ���� [ ]AB */ ا��ة�  .A وا�""�س �2

�����:  

���ی�              :� � �2 2AOB AMB CAB= =.  

4-E2<"ص��ت ا��K :  

ABCE2<	  .Z\�:  cAB aAC و = aBC  و= و =
2

cba
P

++
=  

�ه�� ا���A*-أ	 : Abccba ˆcos2222 −+=  

   :ا-����ج

a-  رس%]���/ ��222 إذا و/�7 إذا آ�ن  A #��^ ا�?اوی� /* ABCی�%ن           :	�ه
cba +=  
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b- ��� /* ا�">E2       :ا�"�%-7 	�ه�!�ABC 7-%�"ا� [ ]'AAZ\و�  :'AAm =  

�����:  
2

2
2

222 a
mcb +=+  

 : إذا و/�7 إذا آ�نA #��^ ا�?اوی� /* ABCی�%ن          :ا-����ج
2

a
m =   

  .A #��^ ا�?اوی� /* ABC ��9�ض أن -ج

 ����[ ]AH �	 `D�A Z\� hAH ه% ا رت�9ع ا�" =.  

�����: 
a

bc
h =  

  : 	+�&� ا�">E2-د

 ����S E2<"+�&� ا�	ه*  ABC و r ا�",��� و Qع دا��ت�!A *ه R�W�,"ا� Qع دا��ت�!A .  

  :�ـ�ـ��ـ�

i (
Rc

C

b

B

a

A

abc

S

2

1ˆsinˆsinˆsin2
====  

ii (Pr=S  

iii (ه��ون �bص�  :( )( )( )cPbPaPPS −−−=  

�����:  

(i)-,"ا��ة ا��  . ب">E2 ه* ���� ت��ZW وا-��تA �W�Q!�ع ا�

(ii)-c�9ت زوای�H�	 ZWه* ���� ت�� E2<"ا��ة ا�",��� ب�  . A!�ع ا�

  : �Kص��ت  */ Y���W	E2<-م

  ����E   ^���+"ا� �	 ���� (AB) ������ و A تC��e ا������� ����(AC) 	� ا�"+���^  F و B و A تC��e ا�

C �9�ض أن� ( ) ( )ACAB //  

�����:    
BC

EF

AC

AF

AB

AE
== , 

CF

CA

BE

BA
= , 

FC

FA

EB

EA
=.  

  : �Kص��* ا�"�CH ا��ا2K* وا��eرج*-ن

 ����E 2* �2?اوی�Kا��BAC ه* 	%#Z ا�"�CH ا� 
 

 12( (BC).  

c-*2Kا� : �Kص�� ا�"�CH ا�
AC

AB

EC

EB
=.  

 �2?اوی�XX (BC) ه *XX	ZXX#% ا�"�CHXX ا��XXeرج* ) Y�XX� A ���XX� F  1XX2	�XX+�وي ا�XX�9�ABC  *XX/ ��#�+XX�ض أن 

�BAC 
 
.  

  : �Kص�� ا�"�CH ا��eرج*-ي
AC

AB

FC

FB
=.                                      

                                                        

  

najib
http:// xyzmath.e-monsite.com



 4

  	,2%�� ت"�ری�                                                   

   :1ت"�ی� 
  

 ���	 a   و b و  cاد  . ������ ����� ����ا أ�

: ب�� أن  -1
4

ba

ba

ab +
≤

+
.  

++=1:  $#"ض أن  -2 cba. 

 :ب�� أن 
2

1
≤

+
+

+
+

+ cb

bc

ca

ac

ba

ab
.  

  :2ت"�ی� 
                      b,a���� ������ ������� دی��  .  

               (a  1-2:  ب�� أن
1

≥+
a

a.                 .  

(4:   إ)�'�&  أن-2                      
11

()( ≥+++
ba

ba      .  

(b                    4:       �� أن  ب)
11

)(( ≥++
ba

ba    .   

  

�632224+* :   3ت"�ی�  −+−= baabA  
  

   :4ت"�ی� ر#^ 
  

 ���	 nمدا  0/�/� .����� -�" �'��  .  

 : Aأ�12 ا	�د 
)12(2

...........
)3)(2()2)(1()1.( +

++
++

+
++

+
+

=
nn

n

nn

n

nn

n

nn

n
A  

  :5ت"�ی� ر#^ 
  :  أ�12 ا	�د 

)23(..........)23()23()23(1 993322 −+−+−+−+=A  

 590493   و        10242: �3+� أن 
1010

==    
  

   :6ت"�ی� ر#^ 
  

 ABCD  4��/� ب  . P  رب��6 �/
BD)2(ACPBDC:  أت�8 أن   +<<+A  

   :7ت"�ی� 
  

  :  ��رن ب�� ا	�دی� 
)2001...........321(2000 ++++=A  
)2000...........321(2001 ++++=B  

  :8ت"�ی� 
 ���	 a و b  8�/دی� ������� ������ ���� ب�  :ba <  

 : ب�� أن 
a

ba

b

ba

4

)(
1

4

)( 22 +
<<

+
  

   :  9 ت"�ی� 

         و   2:   ��رن ب�� ا:�اد -1
25

36
        و       

36

49
  

2 �د ��+� ��"ب� 	�3د -2=x ت��ن أ0>" �� أو ت�2وي ��  .0,02 ب
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   : 10ت"�ی� 

101035: أ�12 ا	�د  -1 +=x  

2-  ���	a و b  و cاد22: �� و ت/�<  ������ ����� ��ا  أ�
cba =− 

: ب�� أن   - أ
22

caca
ba

−
+

+
=+  

 xأ�12 ب�"ی�� أ@"ى  ا	�د    -  ب
  

 �����11 :    x � y ��� �� ��		
� � ��� ������ ���	�	
 ����� : 2 2 6x y xy  + =    
  

 ������ ����� ��� �� �� :
yx

yx

−

+
     ؟

  :12"�ی� ت
a  و b و c �B��+C� ���� ����� ������ اد    ه� ا	+�ل ا	/�2بb 6 ب/�8 30 أ�

�3دی� 	aو  b  و أ��   b - 4 دی��3	 6('B	ل ا  . c و �BG a-5 ا	+�
  .c و b و aأ�12 ا:�اد 

   : 13ت"�ی� 
 ���	 n

∗∈�  

: أ�12  -1
nn

S
+−

++
+

+
+

=
1

1
.......

32

1

21

1
  

: ب�� أن  -2
n

n
1

.....
2

1

1

1
+++< 

   : 14ت"�ی� 
a و b و  c  >�/اد ������ ����� ���� و تcba  أ� ≤≤.  

   :ب�� أن 
ba

c

ca

b

cb

a

+
+

+
+

+
≤

2

3
 .  

�����15:  

)62)(23)(63(48:  ب�� أن    ≥+++  
  

�����16:  

 �� ��� :13765432 <+++++  
  

 ����� 17:  
a � b � c  ����� ��	�	
 �����   ���  

1 � �� ���  :cbabcacab ++≤++   

2 � �� �����  :
3

1
=++ cba    

 �� ��� :1≤++ cba  
  

 ����� 18:  
 �	�	
�� �����  �
!�� "#��� $�
�  :  

1200012000

120002

22

4

++−

−
=x  

  

2:   �دان ������ن ی/���نa;b  :91ت"�ی�  2 1a b+ 3 و= 3 1a b+ = د زاوی�   . −�α>�/ت   :  
         b = α sin و  =a α cos.    

  
  �����20 :   
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 a � b �  c �  d ��� ����� ��	�	
 �����  .  

 �� ���) :1  (    abcddcba 4≥+++  

)         2 (    4≥+++
a

d

d

c

c

b

b

a
.  

 �����21:   

�� ����    1048576=220 $�
�   �����:  

( ) ( ) ( ) ( ) )16.15(16.1516.1516.1516.1515 322 +++++=S  
  

 �����22:  

 a � b � c��	�	
 ����� .  

1(  �� ��� :bcacabcba ++≥++ 222   

2(  �� ��� :abba ≥+ 22  

  
 �����23:   

  )�	��� *�!�� ����� )[OX  �  )[OY  �   )[OZ . ���� )[OXA∈ �  )[OYB ∈ �  )[OZC ∈ .   

1 ��  � �	��� +��� �,- .�� �A  �  B �  C ������#�� /�� ��� �  ����	���  �BOA 
 

 � �BOC 
 

 ��60°  

 �01 :
OAOCOB

111
+=   

2 � ������ 23�  ������ �	1����� 2����� a � c��� ������  .  
  

 �����24:        ����a � b � c 4	
� ����� ��	�	
 �����  :( )222 23 bca −=  
��	�	
�� ����5� 6,� ���� ��
.  

  

 �����25:       
2

� ��7��� �1 :    
2 2

8

( ) 2

xy x y

xy x y

 + = −


+ + =
  

  

  �����26:   

 ABC   ��� �,- .�� ��� 8�3�  :  
1 �  ������ 9����� ���� .�01 �������� 8�3��� �1 �������-.  
2 �  ������ 9����� ���� .�01 �������� 8�3��� �1 �������.  

  
 �����27 :   

1131=a    �    1417=b  
 ������� ��� ���a  � b.  

 �����28 :   

x � y � z � a � b � c ��� ����� ��	�	
 ����� 4	
3 :  
c

z

b

y

a

x
==   

 �� ��� :    ))(( zyxcbaczbyax ++++=++   

 �����92:  
 ABC  � 8�3�  P .�:�� ��	�   .  

 +���	�����(AP)  �  (BP)  �  (CP)  +���	����� ;�	� (BC)  �  (AC)       �(BA) �1  D � E �  F 
 ������� <��.  

  

 �� ��� : 
PD

AP

EC

AE

FB

AF
=+    

 �����30  :   

 83N�   )��ت4  � ���س �� ABCب�� أO 4$ ی��
5=Am 4 و=Bm   1  و=Cm.   
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   :13ت"�ی� 

  
 a و  b  و c���� ����� ������ اد  .   أ�

abccba:  ب�� أن  -1 27)( 3 ≥++   

++≤3: & أن ا)�'� -2
a

c

c

b

b

a
   

  :23ت"�ی� 
EBC 83N�  . ���	A ����	ا �� ���$  [EB] و D ����	ا �� ���$ [EC] . Q���2+	ض أن ا"�#$(AD) Q���2+	ا Rی�� (BC)  

 ���$ 6GF . S�'	ا "���$I و J  و K R��	ت ا�#U�'� 6	ا��	ا V3� [EF]  و [BD]  و [AC].  
 S�'	ب�� أن اI و J  و K  ��+���2� S�$.  

  
  :33ت"�ی� 

a   و b     و c���� ����� ������ اد  : ب�� أن .   أ�
1- abba 222 ≥+  
2- abccba 3333 ≥++   

  
   :  43ت"�ی� 

  : ��A > 4  8: ب�� أن 

)1cot1sin)(1cot1cos)(1sin1cos( ggA +++=  

  )ا	��ة ب�	"ادی�( 
   : 53ت"�ی� 

  
ABC ���$ *83 �"آ] ث�N� G .  ���	I و J و K R��	ت ا�#U�'�  6	ا��	ا V3� 6ه [AB]  و [BC]  و [AC] .

    . S	�B $#[ ا	+GKA ���2 و GCK  و GJC و  GBJ و GIB و GAI ب�� أن ا	+�N3Nت 
  

   :63  ت"�ی� 
 :x و y و z ���� ����� ����� اد  . أ�

ب�� أن 
xzzyyxzyx +

+
+

+
+

≥++
111

2

1

2

1

2

1
.  

  
         :73ت"�ی� 

6G *�      ��	+��د	0842:   ا 23 =+++ xxx  
         :38ت"�ی�

                      b,a���� ������ ������� دی��  .  

:    ��رن ب�� ا:�اد ا	��	��-1       
2

a

2

ba 22
b

abوو
++

   .  

                                                    
�3د  أ�12 ا	-2       	 ^�/U	ء ا[C:  

                                                                
2

133 +
           .  

          :39ت"�ی�

  : ا	+��د	��        �* C� 6G+��� ا:�اد ا	U/�/� ا	'���2 

                           xx −−= 2020  .   
   : 40ت"�ی�

):    ب�� أن ) ( )
2

6
11sin1cos

2

2
1   )ا	��ة ا	+`��رة ه6 ا	"ادی�     ( +>+>+

  
    :14ت"�ی�
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 ������� <�� �� 8�3� +������ +���� :
2

5
;

2

17
;2 .=8�3��� �,� �
��� �� ��  

�����24:    

a�b� c��� ����� ��	�	
 �����.�1����� )#>� ��?�� �� ��2���� ���� ���  = +�3� @AB�  
  

دا ������ ����� ����a 	���           :34ت"�ی�                �.  

              Ra$     :18
1

3

3 =+
a

a .12دأ�4  : ا	�

4

1
a

a
+   .  

  
  : ا	'b+� ا	��	�� 6G *�       IR  :44ت"�ی�  

5 4 3 2

2

2 9 10 24 7 10 0
  

5 0

x x x x x

x x

 − − + + − =


− =
  

  
1:        �د ی� ������� ب/�b8  و a      :54ت"�ی�  >a 4    و >b   

     1    (*�c V3� 12: أآ�)( yx 12:         ا	�د ا	/���6− −−= aaA       .  

:     �3+� أنb  و a:   أ�12 ا	�دی�)   2    
2

421
ba

ba
+

=−+− .  

       :64ت"�ی� 
  
 1  (x و  y���دی� ������� -�" �'��   .  

022:               ب�� أن >+− yxyx        .   

د إ�cرة ا	�د ا	/���6)  2 �             :π
π

+−=
20032003

1
A.     

       :74ت"�ی� 

0433:   ب�� أن ا	+��د	� ) 1  =++ xx	6  اG ا   .     C+ :IR+���  ت��* �d و��

 2  ( ���	a>�/دا ������ ی�      :4
1

3

3 −=−
a

a.  

:              أ�12 ا:�اد ا	/�����
a

a
1

−  ,                       
2

2 1

a
a +   ,                     

4

4 1

a
a +.   

 . أ�اد ������ -�" �'���x,y,z          :84ت"�ی�

-a       ب�� أن   : )( yzxfGت�� =+)0( 2233 =+++− xyzzyzxyx  

       -b 6G *�  � �	+��د	0222223:   ا =+−++ xxx. 

     
  d+c+b+a=1 :ت/�<  أ�اد ������ -�" �'��� a;b;c;d -1  :94ت"�ی� 

:  ب�� أن                                       
2 2 2 1

2

a b c

a b b c c a+ + +

+ + ≥.  

                -2   t;z;y;x ��1x :ت/�<  أ�اد ������ -�" �'� y z t+ + + =.  

:  ب�� أن                           
1

2

x y z

x y y z z x+ + +

+ + ≥.  

    :50ت"�ی� 

aوb���� ������ ������� دی� :���� ا:�اد ا	/�.  �
2

1

ba
m

+
و =

ba

ab
m

+
=  و 22

2

22

3

ba
m

+
 و  =

abm �3دی�:  هV3� 6 ا	��ا	6 4=	6 ('B	ل ا  .bوa:ا	+�ل ا	/�2ب6 و ا	+�ل ا	��ا6�G وا	+�ل أ	�"ب��6 وا	+�
  

               1  ( Ra$a=4وb=3/�2ب	ل ا�3دی�  أ�12 ا	+�	6 ('B	ل ا.                                                                                                       bوa:6 و ا	+�ل ا	��ا6�G وا	+�ل أ	�"ب��6 وا	+�
�3دی�أول ه')�� ا	+�ل ا	/�2ب6 و ا	+�ل ا	��ا6�G وا	+�ل أ	�"ب��6 وا	+�) أ) 2              .	6 ('B	ل ا:aوb            .                                       

3142: ا)�'�& ه')�� أن)        ب mmmm ≤≤≤.  
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  ��2"�ری� إ���ز                                            

    :  1ت"�ی� 

�3دی� �ب+��ر$ -1	6 ('B	/�2ب6 و ا	ل ا: b . � *U/$ V3 و  a ا	+�
2

ab
ba +

≤  

2: إذن 
2

)
2

(ab
ba +

 أي ≥
4

)(
a

2
ba

b
+

≤.  

: و �'4 
4

ba

ba

ab +
≤

+
  

ی'� ) 1( �12 -2	 :     
4

ba

ba

ab +
≤

+
  

      و 
4

ca

ca

ac +
≤

+
  

      و 
4

cb

cb

bc +
≤

+
  

U/$ �G". �G". +�#�وت�ت	ا R+Cو ب V3� *  :  

444

cbcaba

cb

bc

ca

ac

ba

ab +
+

+
+

+
≤

+
+

+
+

+
  

       :أي 
2

1

4

1.2

4

)(2
==

++
≤

+
+

+
+

+

cba

cb

bc

ca

ac

ba

ab
  

)6 و ا	/   :15 ت"�ی�'B	ا ��	  : �بV3� *U/$ 6 2ب+��ر$� ا	+�

18263

6223

12262

≥+

≥+

≥+

  

)62)(23)(63(12968       : إذن  ≥+++   

)    : أي  2 6)( 3 2)( 3 6) 48+ + + ≥  
  

   :3ت"�ی� 

)632()224( −+−= baabA  

    = )22(3)22(2 −+− bba  

    = )32)(22( +− ab  

  
   :4ت"�ی� 

 ���	 P
ی'�  �∋∗	   :

1

11

)1(

1

+
−=

+ PPPP
   

 ���	 :n
   :  إذن  	ی'��∋∗

 
)12(2

...........
)3)(2()2)(1()1.( +

++
++

+
++

+
+

=
nn

n

nn

n

nn

n

nn

n
A  

                 )
12

1

2

1
(.....)

2

1

1

1
()

1

1
.

1
((

+
−++

+
−

+
+

+ nnnnnn
n=     

                                    
12

1

12
1)

12

11
(

+

+
=

+
−=

+
−

n

n

n

n

nn
n =     

                                   : إذن 
12

1

+

+
=

n

n
A  
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   : 5ت"�ی� 

     )23(..........)23()23()23(1 993322 −+−+−+−+=A  

)31...3()2....2(              : إذن  99 ++−+++=A  

= )1)
21

21
((

31

31 1010

−
−

−
−

−

−
 

= 28502)22(
2

13 10
10

=−−
−

 

n	���            :�7 ت"�ی
     : Q3�$ أن �∋∗

2

)1(
321

+
=++++

nn
n........  

                                             

                     : إذن 
2

2002.2001
2001321 =++++ ........  

                    و 
2

2001.2000
2000321 =++++ ........    

                                  : إذن 
2

2002.2001.2000
=A  

                و 
2

2001.2000.2001
=B  

AB      : و �'4  <.  
  

   : 6ت"�ی� ر#^ 
                                                                     B                     A   

                                                      C  D  
 ���	O R.ي ه6 $��� ت��"��   ABCD 

  
ی'� 	:    

      

;

;

AC AB BC BD AB AD

BD CD CB AC DA DC

< + < +

< + < +  

 V3� *U/$ �G". �G". +�#�وت�ت	ا R+Cب :PBDAC 2)(2 <+  
PBDAC      :                  أي <+    (1)   
  

  : �� ��B أ@"ى 	ی'� 
;

;

DC OD OC AB OA OB

AD AO OD BC BO OC

< + < +

< + < +
  

  
 V3� *U/$ �G". �G". +�#�وت�ت	ا R+C(2): ب  P < 2(AC+BD)   

  
   AC+BD < P < 2(AC+BD)  : $�2'�& ) 2(و )  1(�� 

  
   :  8ت"�ی� 

  

ی'� 	 :ba ba  إذن > <  
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)sup,(و 
2

),inf( ba
ba

ba <
+

<   

b: أي 
ba

a <
+

<
2

  

b: أي 
ba

a <
+

<
4

)( 2

  

1: إذن 
4

)(
     و     

4

)(
1

22

<
++

<
b

ba

a

ba
  

  
   :  9ت"�ی� 

36,1...: ب+� أن  -1
36

49
44,1       و       

25

36
≈=   

: iGن 
25

36
42,1241,1

36

49
<<<<   

: إذن 
25

36
2

36

49
<<  

ی'� ) 1(�12  -2	 :
25

36
2

36

49
<<  

إذن  
5

6
2

6

7
2,1:   و 	ی'� >>

5

6
166,1..    و=

6

7
≈  

2,1216,1: إذن  <<  

  .0,02  ا	��lع إ	V 2   ��+� ��"ب� 	�3د 1,18: �"آ] ا	�j.�" ه� 
  

   : 10ت"�ی� 

         2)105( +   =
2

2 10105.25101035 ++=+  

105         إذن    +=x  
 2-   

       -أ   
22

caca
ba

−
+

+
=+  

 fGت�� :  
2

.
2

2)
2

()
2

( 22
2 cacacaca

ba
−+

+
−

+
+

=+  

 fGت�� :        
4

2
22

22
cacaca

ba
−

+
−

+
+

=+  

 fGت��         ba
b

aba +=+=+
4

2   

         : إذن 
22

caca
ba

−
+

+
=+  

ی'�   - أ	 :22 15225100035 ==− 

  

ی'� ) 1(إذن �12 	 :        101035100035 +=+     

                                    
2

1535

2

1535 −
+

+
=                           

     1051025 +=+=   
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 �����12 :   

 ����� b ������� ����
�� 2����� �� a � c  

 �,- :  b
a

=
+

2

c
  �� ��� �  30=++ cba        

01 � :    303 =b 9�   :10=b  
 ����� C�:� �D� ��4−b 9� 6����D�� 2����� ��   

 ������� 5−a � c  
 �- � :)5(30 −= ac   

 �� ��� � :30=++ cba 9� 20=+ ca �01  :)5)(20(36 −−= aa   

 9� :  013625a-a 2 =+   
      81=� �,-  a=8 �� a=17   

.�� �    c=12 �� c=3  
 �� ����5� �,- :a = 8  �   b =10    �c = 12   

 ��a = 17  �    b = 10    �c = 3   
  

 �����13 :   

1 �  ����P
∗∈��   ���� :PP

PP
−+=

++
1

1

1
 �,-     : 

)1()21(......)34()23()12( −−+−−−++−+−+−= nnnnS  

11 −=−= nnS  �,-                                                       :  

 ���� :P
∗∈� �����   :

PPP

1

1

1
<

−+
 �,-  :  

2

1

21

1
   و  

3

1

32

1
   و   و......... 

1

1

1
<

+
<

+
<

+− nnn
  

�� ;��� �,-  <�� 2!
� �1�� �1�� +�������  :
n

S
1

....
3

1

2

1
+++<   

9�         
n

n
1

....
3

1

2

1
1 +++<−   

 ������� � :       
n

n
1

........
2

1

1

1
+++<   

  �����14 :   

  �����                    cb ≤     �,-             caba +≤+       
                        � ba ≤            �,-    cbca +≤+     

                 .�� �cbcaba +≤+≤+           9�  
bacacb +

≤
+

≤
+

111
   

 ����� C�:� �D� �� � :cba ≤≤<0 <�� 2!
�  *�?����� ��!�: $�
 �,-  :  

ba

c

ca

b

cb

a

bacacb
cba

+
+

+
+

+
≤

+
+

+
+

+
++ )

111
)((

3

1
 

ba

c

ca

b

cb

a

ba

c

ca

b

cb

a

+
+

+
+

+
≤

+
++

+
++

+
+ ))1()1()1((

3

1
                            9� :  

ba

c

ca

b

cb

a

ba

c

ca

b

cb

a

+
+

+
+

+
≤

+
+

+
+

+
+ )(

3

1
1                                               9�:   

ba

c

ca

b

cb

a

+
+

+
+

+
≤

2

3
                                                                       ������� � :  

  

�� ���15 :  
� �������� � ����
�� 2����� ����	�  
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 <�� 2!
� :
2

3

2

72

2

72
22

=
+

<
+

  

 �  
2

3

2

63

2

63
22

=
+

<
+

   

 �  
2

3

2

54

2

54
22

=
+

<
+

  

 �,- :1329
2

3
.3.2765432 <=<+++++.  

 

 �����17:  

1 ��
�� � ����D�� �������� ����	�� � <�� 2!
� �� :
2

ba
ab

+
≤ � 

2

ca
ac

+
≤ � 

2

cb
bc

+
≤    

 <�� 2!
� �1�� �1�� +��������� ;��� �,- :  

cbabcacab ++≤++  

)2 ( ����� :)(2)( 2 bcacabcbacba +++++=++  

 �,- :)(2
3

1
)(2

3

1
)( 2

cbabcacabcba +++≤+++=++  

 �,- : 1)( 2 ≤++ cba .�� �  1≤++ cba   
  

 �����18:                        �����:  
  

1200012000

120002

22

4

++−

−
=x  

= 

12000

1

1-2000

1

2

22 +
+

 

 �,-x ������� �	1����� 2����� ��  :1-2000
2 � 12000

2
+   

 <�� 2!
� �������� 2����� � �	1����� 2����� ����	�� :2000
2

120001-2000
2

2
2

2

=
++

<x  

�:�  �D� �� � ����� C     x<+−=− )12000,12000inf(12000 222  

 �,-:                 200012000
2

<<− x  

120001999
2

−<     ���� :120001999 22 −<          

 ����  : 22 199920001 −<      
 ���� :  )19992000)(19992000(1 +−<  
 ���� :  39991 <  
  �,-20001999 << x .�� �  :1999][ =x.   

  

  �����20:         1 ���� x � y��	�	
 ����� �)���   �� :xyyx 2≥+  
   

 �,- :abba 2≥+   �  :cddc 2≥+  

 .��� :( )cdabdcba +≥+++ 2  

 �� ���� :cdabcdab .2≥+  

 9� :abcdcdab 2≥+  

najib
http:// xyzmath.e-monsite.com



 14

 �01 :abcddcba 4≥+++)  1(  

2 $�
 )1 ( ����� :
a

d

d

c

c

b

b

a

a

d

d

c

c

b

b

a
...4≥+++  

 9� :414 =≥+++
a

d

d

c

c

b

b

a
  

 �����21:   

)161616161(15 432 ++++=S  

)
161

161
(15

5

−

−
=  

116
1

161
)

15

161
(15 5

55

−=
−

−
=

−
=  

 .�� � :                       1048576121)2( 2054 =−=−=S  
  

 �����22:  1 (  ����x �  y  ��  �.   

0)( 2 ≥− yx ����  0222 ≥−+ xyyx  ����   xyyx 222 ≥+   

 .�� � :              abba 222 ≥+   

acca 222 ≥+   
bccb 222 ≥+  

�� ;��� <�� 2!
� �1�� �1�� +�������  :  

bcacabcba ++≥++ 222  
3(  ,:E�c = 0  <�� 2!
� �	����� ������� �1 abba ≥+ 22 .  
  

 �����32:     8�3��� �
���OAB  ��  :60sin.
2

1
1 OBOAS =  

 9� :      OBOAS .
4

3
1 =                                                        

 8�3��� �
���OBC  ��  :60sin.
2

1
2 OCOBS =   

 9� :   OCOBS .
4

3
2 =   

�� �
��� �� 8�3OAC  ��    :120sin.
2

1
3 OCOAS =    9�:  OCOAS .

4

3
3 =   

 �� ��� � :213 SSS += �01   :  

OCOBOBOAOCOA .
4

3
.

4

3
.

4

3
+=  

 9� :OCOBOBOAOCOA ... +=  
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 9� :
OCOBOA

OCOB

OCOBOA

OBOA

OCOBOA

OCOA

..

.

..

.

..

.
+=  

 �������� :  
OAOCOB

111
+=  

2�  

 ������� �	1����� 2�����a � c �� :        

ca

ca

ac
m

11

22

+

=
+

= 9� 
cam

112
+= 

����� �1 ������ ��	� CA � C � O 8�
� :  aOA = � cOC = � � 120AOC =
o.  

 ����B ����#�� *!�� ;��	� ��	� �� �AOC 
 
  )�	����� ;� ��:����[ ]AC.  

 ����� 2�5� 2�F��� $�
:  

acOAOCOB

11111
+=+=  

 �,- :    
OBm

12
= 9� OBm 2=  

 ;B�mOM = �,- OBOM 2=  
 .���M ��3��� �� O ��	��� ������� B.  

  

 �����24: 222 3)(2 abc =−  

03 2 ≥a �,-    :
2 2

b 0 و  0

c b

c

 ≥


≥ ≥
        �,- :bc ≥  

)(23 222
bca −= ����   :2222 222 bcaa −=+  ����  :2222 2)(2 baac +=−   

 �� ��� :02 22 ≥+ ba �01    :22
ac ≥ ����� �  :0≥a �  0≥c �,-    :ac ≥   

 ������� �  :c  ����5� ���� �� .  
  

 �����25:   G1��� ��7���     
( )

( )

8

2

xy x y

xy x y

 + = −


+ + =
  

  
 ;B�yxS += � xyp =  �!� ��7��� �,- :  

  
8

2

ps

p s

= −


+ =
              9� 

)2(

)1(
   

2

8

s P

ps

= −


= −
  

  
 �������( )1 �1 ( )2 <�� 2!
�  :( ) 82 −=− pP  

 9� :0822 =−− pP  
9'=∆ � 2−=P � �4=P  

 .��� :   41 =S � 22 −=S   
  

�	
� 41 =S � 21 −=P  

 ��7��� �,- �����:     
4

2

x y

xy

+ =


= −
   9�  

)4(

)3(
 

4

2

y x

xy

= −


= −
  

 �������( )3 �1 ( )4 <�� 2!
� :   ( ) 24 −=− xx  

 9� :        0242 =−− xx  

624' =+=∆   �,- 621 −=x    �622 +=x  

 .���:      621 +=y � 622 −=y  
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�	
�     22 −=S � 42 =P.  
  

 ��7��� �,- �����  :
2

4

x y

xy

+ = −


=
               9�

2      (5)

4           (6)

y x

xy

= − −


=
       

  
 ������ �)5 (  �1)6 (  <�� 2!
�4)2( =−− xx 9�  :  

0422 =++ xx  ;  03' <−=∆  ;   �,-  φ∈x  

 ������� �  :     )}62,62(),62,62{( −++−=S   
  

 �����26:   
 1�  ���� Ah  �  Bh�� <�� ��HHH�  HH������ ���� ������ 8�3��� ABC  �� ��I?���� �  ���������� A  � B  .   

 8�3��� �
���ABC  ��   :        BChS A
2

1
=  �    AChS B

2

1
=  �,- : BChACh AB

2

1

2

1
=   

BA : � أن و ب+ hh =      �01ACBC = 9�  ABC �1 ������ 9����� C.  

2 �   ����  Am  �   Bm�   HH ������� <�� �� :���� �� ��I?���� ��������� A � B � ������ $�
 ���������� �  
 ������ . ����� :  

(1)    2222

2

1
2 BCmACAB A +=+  

(2)     2222

2

1
2 ACmBABC B +=+  

 �� ���  :BA mm = �01  )  :1(�)2 ( G1��� :  

 2222

2

1

2

1
ACBCBCAC −=−  9�  :0

2

3

2

3 22 =− ACAC   

 9�  :BCAC = .�� �  ABC  �1 ������ 9����� ����  C.  
  
  

    :27ت"�ی� 

115

144

11

14

11

14

)2(

)2(

32

16

31

17
≥≥=

a

b
  

 �,-  :        12
2

2
55

56

>=≥
a

b
  

 .�� �:     ab >   
  

m�B;       :28ت"�ی�
cb

y

a

x
===

3
   

 �,-  :      mcmbmaczbyax
222 ++=++   

            mcbamcmbma )( ++=++=  

 ����� $������ ��!�:  $�
 �   :m
cba

zyx
=

++

++
  

 �,-  :     mcbamcbazyxcba )()())(( 2 ++=++=++++   

 .�� �  :   ))(( zyxcbaczbyax ++++=++ .  
  
  

  .)�� D <�� ) AB( ;� #���� ) CF	� �� D <��  ) AC( ;� #���� ) BE( � ''D	� D'����  :29ت"�ی�

 8�3��� �1ADD' �����    :(PE)//(DD')  �,-   :
'ED

AE

PD

AP
=   
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 8�3��� �1ADD'' �����  :(FP) // (DD'')  �,- 
''FD

AF

PD

AP
=   

 .�� � :   
''' ED

AE

FD

AF

PD

AP
==   

 8�3��� �1BCE  �����   :(DD') // (BE)  �,-  :
BC

BD

EC

ED
=

'
   

 9�  :     
BC

FBCD
ED

 x 
'=   

 8�3��� �1BCF  �����   :(DD'') // (FC)   

 �,-  :   
CB

CD

FB

FD
=

''
  9�  

CB

FBCD
FD

 x 
'' =   

 �� ��� �  :
''' FD

AF

ED

AE

PD

AP
== �01    :

FBCD

CBAF

ECBD

CBAE

PD

AP

 x 

 x 

 x 

 x 
==  

 �,-  :      
B x 

D x 

CPD

BAP

EC

AE
=   9�  

CB

CD

PD

AP

FB

AF  
 x 

 

 
=   

 .�� � :               )
 

 ( 
 

 

CB

BD

CB

CD

PD

AP

EC

AE

FB

AF
+=+   

 

 
 x 

PD

AP

CB

OB

PD

AF
==  

 ������� �   :            
 

 
 

PD

AP

EC

AE

FB

AF
=+ .  

  
  :11ت"�ی�

  

xyyx

xyyx

yx

yx

2

2
)(

22

22
2

−+

++
=

−

+
 

        2
4

8

26

26
==

−

+
=

xy

xy

xyxy

xyxy
 

=2:  إذن         
−

+

yx

yx
=−2   أو   

−

+

yx

yx
.   

  
  
  
  
  

 �    : a= BC  �  b=  AC � c= AB�B;     :30ت"�ی�
2

cba
P

++
=  

  ������� ������ $�
 �����  :222

2

1
50 acb +=+   

222و 

2

1
32 bca +=+ �   222

2

1
2 cba +=+   
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 �+b'	و �'4 ا :              

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1
(1)    50

2

1
(2)    32

2

1
(3)    2

2

a b c

a b c

a b c


− + + = 




− + = 



+ − = 


  

  

(2) –    (1)   ���� 18
2

3

2

3
- 22 =+ ba 4(    12      أي( 22 =+− ba  

(2) + 2(3)   ����  36
2

3
3 22 =+ ba     5(    242    أي( 22 =+ ba   

(5) – (4)        ����  123 2 =a       42          أي =a    9�  2=a   

162و �'4     =b 4          أي=b   
  :36)2(2�����L ��   (3)و ��  222 =−+= bac 6:    أي=c   


� ���8�3 ن وو �'4 �12 @���0 ه�"��� ABC ��  :  

0.2.4.6))()(( =−−−= cPbPaPPS �,- 0=S  

��(��� 83N�  .5 و 4 و 1 : ه6ت4  $�2'�& إذن أO 4$ ی��

  
  : �����     :31ت"�ی�

abccbbccabaacabcbacba 6)(3)( 2222223333 +++++++++=++  

cbbccabaacab
222222 +++++      �� ��� :    

= )()()( 222222
cbcabcbaacab +++++  

= )()()( 222222
baccabcba +++++  

= abcbaccabcba 6)()()( 222 +−+−+−  

abcbaccabcbacbacba 24))()()((3)( 2223333 +−+−+−+++=++               �01  :  

 �� ��� �:         abccba 3333 ≥++   

iG :abcbaccabcbacbaن  27)()()((3)( 2223 +−+−+−≥++  

 .�� �   :abccba 27)( 3 ≥++  

2 �  2�F��� $�
(1)  �����   :
a

c

c

b

b

a

a

c

c

b

b

a
...27)( 3 ≥++  

 9�  :27)( 3 ≥++
a

c

c

b

b

a
)(3     و �'4  ≥++

a

c

c

b

b

a
 .   

  
  :32ت"�ی�
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د وضR ا	'��� /$F Q���2+	6 اG (BC) .  
 ���	B' ���'	ا S�2� 6ه B Q���2+	ا V3� (EC)  R� ب��از (AD)  83N+	6 اG EBB' . �'ی	(AD) // (BB')  12� إذن 

  : '� ی@���0 .�	�[ 	

'EB

ED

EB

EA
=)   1.(  

  83N	6 اGCDF �'ی	  :(DF) // (BB')  �'ی:  إذن ���0�@ 12 .�	�[ 	
CF

CB

CD

CB
=

'
.   

 Ra$ :x
EB

EA
EBxED' إذن =   :  أي =

')'( CBxECxCBECxED +=+=  

ECED: و �'4 
x

CB −=
1

' 6G nی���	2(   و ب� ( V3� *U/$)   :3   (
CF

CB

CD

ECED
x =

−
1

  

 Ra$ :y
EC

ED
ECyED:   إذن = ECyECECyCD:     أي  = )1( −=−=  

 6G nی���	3(و ب� ( V3� *U/$         :  
CF

CB

ECy

ECED
x =

−

−

)1(

1

   

   : أي 
CF

CB

ECy

ECEC
x

y

=
−

−

)1(
:    و �'4 

1

1

−

−

=
y

x

y

CF

CB
  

CB    : أي 
xy

xxy
CF

−

−
=  )  4(  

 Q3�+	ا V	إ Q3�+	12 ا'$:         ),,(
→→

CECBCR.   
ی'� 	 : ))0,0C    )0,1( وB    1,0(و(E   

  
→→

= EBxEA   6'ت�: 
→→→→

+=+ CBxECxCAEC     6'ت�   :
→→→→

+=+ CBxECxECAC  

: أي 
→→→

−−= CBxECxAC :   أي )1(
→→→

−+= CExCBxCA ),1(:  و ب�	��	6 )1( xxA −  
→→

= ECyED 6'ت�  :
→→→

=+ ECyCDEC 6'ت�     :
→→→

−=−= CEyECyCD )1()1(   
)1,0(        و �'4   yD −   

 ��)4 :  (  &�'�2$ :  )0,(
xy

xxy
F

−

−
   

  
  :  �V3 ا	��ا	iG 6ن  [AC]  و  [BD]  و  [EF]:   هV3� 6 ا	��ا	U�'� 6#�ت ا	��K R و J و I: ب+� أن 

)
2

1
,

)(2
(

xy

xxy
I

−

−
(   و  

2

41
,

2

1
(

−
J  و  )

2

1
,

2
(

xx
K

−
  

(    :  و �'4 
2

,
)(2

)1(
(

y

xy

xy
IJ

−

−

−
=

→

(   و  
2

,
2

1
(

xyx
JK

−−
=

→

  

ی'�  	:           
→→

−

−
= JK

xy

y
IJ .  

 S�'	إذن ا :I و J و K��+���2�   .  
   :33ت"�ی� 

  
  : W�ی�� أ 

)6 و أ	�"ب��6 	�3دی� +��ر$� ا	+�ب'B	ا ��	a و b V3� *U/$   :  

najib
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2

22
ba

ab
+

≤  

: أي 
2

22
ba

ab
+

222:     أي ≥ baab +≤    

  : W�ی��   ب  
0)( 2 ≥− ba 6'02:   ت� 22 ≥+− baba   
  

)))(()()((:  $���" ا	+���ب�� -2
2

1
3 222333

cbcabacbaabccba −+−+−++=−++.  

 

ی'�	        :))()())(((
2

1
0 222

cbcabacba abccba:   إذن ≥++−+−+− 3333 ≥++ .  

  
   :34ت"�ی� 

دی� ������ ����  �	6 ('B	/�2ب6 و ا	ا ��	b  V3� *U/$ : abba و aب+��ر$� ا	+� 2)( ≥+   
  :  

bcacabcaca: إذن  ..8))(( ≥++  

: و �'4 
1sin

1cos
.1sin.1cos8≥A  1:  أيcos8

2
≥A 41:   أيcos8 >≥A  

: :ن 
3

1
π

:   ت3�2]م أن >
2

1

3
cos1cos =>

π
  

  
  
   :35ت"�ی�  
  

A                             
  
  
  
  

           B                                    B     
  
  

 ���	S 83N+	ه6 ����2 ا GCJ �'ی	  :  

JJGCJS sin.
2

1
=  

= )180sin(.
2

1
JJGJB −  

= GJBS  

  : و �� ��B أ@"ى  	ی'� 

GJGCGS sin.
2

1
=  

AGISGAJGI

GAJCI

GAJCI

==

=

=

sin.
2

1

sin)
3

2
)(

3

1
(

2

1

sin)
3

1
)(

3

2
(

2

1

 

  .  	B* $#[ ا	+���2 و هpا آ�ف GAI  و  GJB  و  GCJ: إذن 
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   :36"�ی� ت

a و b���� دان  ������ن �����ن	�B+� ا	/�2ب6 و ا	��اV3� *U/$ 6�G �$ر��ب+.  ���  :
2

2 ba

ba

ab +
≤

+
  

: أي 
ab

ba

ba 2

2 +
≤

+
:     أي  

baba 2

1

2

12
+≤

+
.   

  

      : و �'4 
yxyx 2

1

2

12
+≤

+
     

zxzx 2

1

2

12
+≤

+
     

zyzy 2

1

2

12
+≤

+
    

  
 V3� *U/$ �G". �G".  +�#�وت�ت	ا R�+Cو ب :  

  

  
  : أي             

  
  

 �����37:  
)a  )0-  - أ 2233 =+++− xyzzyzxyx fG0ت��)())(( 2222 =+++++− xyyxzxyyxyx fGت�� 

0))(( 22 =+++− xyyxzyx fG(0)(0 ت��( 22 =++=+− xyyxأوzyx fG0 ت��)( =+− zyx 

22:  ا	/ودا	dNث�� �+�] ∆=−23y:ن(
yyxx ++���� 1	�(.(  

-b د1V3� *U/$:  0222223 ب�	�د zو ا	�د2 ب�	�د y   $��ض 6G ا	q2ال ا	�2ب< ا	� =+−++ xxx fGت��

21 =+x. 12أي −=x.  
)0x(  - ب 322344 =++++− zyzxyyzzxyx fGت�� 

0)())(( 32233223 =+++++++− yxyyxxzyxyyxxyx fG0 ت��)]()[( 3223 =++++− yxyyxxzyx 

 fG(0)(0ت��( 3223 =+++=+− yxyyxxأوzyx  fGت�� 

0)))((0)( 2222 =+++−+=+− xyyxyxyxyxأوzyx fGت�� 

0)())((0)( 22 =+++−+=+− yxxyyxyxyxأوzyx fGت��

0))((0)( 22 =++=+− yxyxأوzyxfG(0)(0ت��( =+=+− yxأوzyx.  
  

  :40ت"�ی� 
ی'�	: 1sin.1cos21sin1cos)1sin1(cos 222 1sin.1cos21)1sin1(cos :أي  +=++ 2 +=+  

:  �� ��B أ@"ى 	ی'� 
3

1
4

ππ
:  إذن >>










<<

<<

3
sin1sin

4
sin

4
cos1cos

3
cos

ππ

ππ

:   أي













<<

<<

2

3
1sin

2

2

2

2
1cos

2

1

  :  إذن

4

6

4

2 1sin.1cos :و�'4>>
2

6
1)1sin1(cos

2

2
1 2 :  أي+>+>+

2

6
1)1sin1(cos

2

2
1 +<+<+.  

  .    : a= BC  �  b=  AC � c= AB�����ABC8�3��� M��, ��. ;B   : 3ت"�ی�

  ������� ������ $�
 �����  :222

2

1
4 acb 222 و +=+

2

1

2

17
bca +=+ �   222

2

1

2

5
cba +=+   

)
2

1

2

1

2

1
(2

222

zyxzyzxyx
++≤

+
+

+
+

+

zyxzyzxyx 2

1

2

1

2

1111
++≤

+
+

+
+

+

najib
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 �+b'	و �'4 ا :              

2

5

2

1
    )3(

2

17

2

1
    )2(

4
2

1
    (1)

222

222

222

=−+

=+−

=++−

cba

cba

cba

  

  

(2) –    (1)   ���� 
2

9

2

3

2

3
- 22 −

=+ ba 4(    3      أي( 22 −=+− ba  

(2) + 2(3)   ����  
2

27

2

3
3 22 =+ ba     5(    92    أي( 22 =+ ba   

(5) – (4)        ����  123 2 =a       42          أي =a    9�  2=a   

12و �'4     =b 1          أي=b   

(  :5�����L ��   (3)و �� 
2

5
(2 222 =−+= bac 5:    أي=c   

�B� �� :22222 أ@"ى 	pی'� 512 cba ==+=+ 83N+	إذن ا  ABC  6G ]اوی�	ا Qr�� C683 هN+	إذن ����2 ا:  

12.1
2

1
.

2

1
.

2

1
==== abCBCAS.  

  :�4���2 هc. 6وbو83N� "���$  :a .�ل أض4�d :42ت"�ی�
  

               ))()(( cPbPaPPS −−−= 8��
2

cba ++
=Ρ4��/� sU$ *N+ی'�. ی  :إذن 	









>

>

>

cp

bp

ap

     أي                  















>
++

>
++

>
++

c
cba

b
cba

a
cba

2

2

2

     أي             








>+

>+

>+

cba

bca

acb

.  

 :����2 $#�"ض أن 








>+

>+

>+

cba

bca

acb

 BوA: ثfl'$ Q داr"ت�� �"آ]اه+� �V3 ا	��ا	�.  :c 6	6G fl'$ :[AB] �B ا	+��2ى ����  .

 :إن أ .�ال ا:ضdع ا	dNث� 	C'.��N3N+3وiG  : Cن ا	اr"ت�� ی���.��ن a+b>c�����$ 6G: ب+� أن .cوb : و����cه+� �V3 ا	��ا	6
ABCوABC '6ه : aوbو c.  

���  ���� :�Kص�� ����� ��	�	
 � ���� a�b� c63ت/�< �� ی t$إدا آ� S�G83 إدا وN� عdأ.�ال أض: 








>+

>+

>+

cba

bca

acb

  

(:   �12 ����ب�� ه��� 	ی'�:43  ت"�ی�
11

.)(
1

(
1

2

2

3

3

aa
aa

a
a

a
a +−+=+  

( :أي  
1

1)(
1

(
1

2

2

3

3

a
a

a
a

a
a   :وب+� أن. +=+−+

2
1

)
1

(
2

22 ++=+
a

a
a

aiG ن :
2

22 1
13)

1
(

a
a

a
a +−=−+V3� *U/$ �2ب��	+��2وی� ا	6 اG nی���	وب�  :

]3)
1

)[(
1

(
1 2

3

3 −++=+
a

a
a

a
a

a. 3[ :أي)
1

)[(
1

(18 2 −++=
a

a
a

a .  Rإذن ب�ض :t
a

a =+ )
1

(V3� *U/$  :

]3[18 2 −= tt. 01833:  أي =−− ttن3: و ب+� أنiG �	+��د	ا uB	 ر�  :  

 01833 =−− ttfG3)(63(0 : ت��( 2 =++− ttt.�	+��د	0632: �+�] ا =++ tt1 ���� إذن	�(:  
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 01833 =−− ttfG03:  ت�� =−t.4'3 :و�=t  3 : أي)
1

( =+
a

a . أ@"ى �12 ����ب�� ه��� �B� ���'ی	:  

2
1

)
1

(
4

42

2

2 ++=+
a

a
a

aيأ
4

42

2

2 1
2)

1
(

a
a

a
a 2 :نوب+� أ +−=+

1
)

1
(

2

22 ++=+
a

a
a

aأي : 

2

22 1
2)

1
(

a
a

a
a iG : 7ن+−=+

1
2

2 =+
a

a  6G nی���	وب�: 
4

42

2

2 1
2)

1
(

a
a

a
a +=−+ V3� *U/$: 

47
1

4

4 =+
a

a.  

     :45ت"�ی�

1-                                                              2 2( 1 1) ( 1 2) 0a b− − + − − =  .  

2-
2

421
ba

ba
+

=−+−fG2 :ت�� 1 4 4a b a b− + − = +fGت��: 

( 2 1) ( 4 4) 0a a b b− − + − − =fG2 :ت�� 2( 1 1) ( 4 2) 0a b− − + − − =fGت��: 

2 2( 1 1) ( 4 2) 0a b− − = − − =fGت��: ( 1 1) ( 4 2) 0a b− − = − − =fGت��: 

( 1 1) 0 ( 4 2) 0a أو b− − = − − =fG1 :ت�� 1 4 2a أو b− = − =fG1 :ت�� 1 4 4a أو b− = − =fGت��: 

2 8a أو b= =.  

       :46ت"�ی� ر#^
ی6B أن xوy:إدا آ�ن 	�3دی�-1�G ���#3�`� رت���c022 : إ >+− yxyx.دی� $#�"ض أن�3	:yوx   �+B	 ]#$

ی'�, ا�cvرة	:  

2 2 2 2 2( 2 ) ( )x xy y x y xy xy x y xy− + = + − + = − 0xy :ب+� أن+ )2و< ) 0x y− iG: 022ن≤ >+− yxyx.  

            2-"���$   : 
1

2003
x yو π= ی'� �12 ا	q2ال ا	�2ب<=	: 022 >+− yxyxأي: 

>0π
π

+−=
20032003

1
A  

    43ت"�ی�  

 . �* 	3+��د	�-w�d$:1 أن -1

 ���	x<-1 :�'ی	 : 3 1x < 3 و− 3x < 3 :  و�'3x+3<04:أي− 3 4 0x x+ +   .	�[ �d 	3+��د	� x:إدن>

 ���	x>-1 :�'ی	 : 3 1x > 3 و− 3x > 3 :  و�'3x+3>04:أي− 3 4 0x x+ +   .	�[ �d 	3+��د	� x:إدن<

�0d@  :ه� �	3+��د	   .-1:ا	/* ا	���

ی'� -3	: 3 2 2

3 2 2

1 1 1 1 1 1
( )( ) ( )( 1 )a a a a a a

a a aa a a
− = − + + = − + ی'�ى��B أ@" و�� +	 : 

2 2

2

1 1
( ) 2a a

a a
− = + 2: أي− 2

2

1 1
( ) 3 1a a

a a
− + = + 3 :ادن+ 2

3

1 1 1
( )(( ) 3)a a a

a aa
− = − −  :أي+

3 3

3

1 1 1
(( ) 3( ))a a a

a aa
− = − + 4 :وب+� أن−

1
3

3 −=−
a

aنiG: 31 1
(( ) 3( )) 4a a

a a
− + − =  :أي−

31 1
(( ) 3( )) 4 0a a

a a
− + − + =Rإدن  ب�ض: 

1
( )x a

a
= V3� *U/$�: 0433 ا	+��د	− =++ xx 6�	ا d� *ت��

  6G ا :إذن - 1ه�IR: ا	+C+���   و��
1

( ) 1a
a

− = ی'�.  −	: 2 2

2

1 1
( ) 2a a

a a
− = +  :أي−

2 2

2

1 1
( ) 2a a

aa
+ = − 2 :إدن+ 2

2

1
( 1) 2 3a

a
+ = − +  :   �� ��B أ@"ى 	ی'�=

2 2 4

2 4

1 1
( ) 2a a

a a
− = + 4 :أي− 2 2

4 2

1 1
( ) 2a a

a a
+ = − 4 :إدن+ 2

4

1
(3) 2 11a

a
+ = + =.       
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